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चतुर्भुजों का वर्गीकरण 
चार-भुजाओं की वंशावली 
विकर्ण सम्बन्ध 


ए रामचन्द्रन 


वर्गीकरण को पारम्परिक रुप से जीवविज़ानियों के विशिष्ट क्षेत्र के तौर पर परिभाषित किया 
गया हैं। पर वर्गीकरण के कई शैक्षिक निहितार्थ भी हैं- क्योंकि यह वर्गीकृत की जा रही वस्तुओं 
के गुणों पर आधारित हैं। इस लेख में बहुक्ुजों के एक परिचित प्रकार; चतुर्भुज ऑर इन्हें एक 
अनग तरीके से कैसे वर्गीकृत किया जा सकता हैं; इस पर एक नज़र डाली गई हैं। 


पारम्परिक रूप से चतुर्भुजों को उनकी भुजाओं (बराबर, लम्बवत, समान्‍्तर) या कोणों (बराबर, 
सम्पूरक) के आधार पर वर्गीकृत किया गया है। इस लेख में हम चतुर्भुजों के विकर्णों के कुछ 
गुणों के आधार पर एक वर्गीकरण प्रस्तुत कर रहे हैं। इस पद्धति में विभिन्‍न प्रकार के चतुर्भुजों 
के बीच कुछ सम्बन्ध स्पष्ट होते हैं और चतुरभुजों के कुछ प्रकार एक नई रौशनी में सामने 
आते हैं। 


चतुर्भुजों के विभिन्‍न प्रकारों का निर्धारण करने के लिए तीन पैरामीटर बताए गए हैं : 


4. विकर्णों की समानता या असमानता 
2. विकर्णों का एक-दूसरे पर लम्ब होना या लम्ब न होना 
3. विकर्णो के प्रतिच्छेदन का तरीक़ा। इसमें चार स्थितियाँ सम्भव हैं : 
क) विकर्ण एक-दूसरे को समद्विविभाजित करते हों। 
ख) केवल एक ही विकर्ण दूसरे से समद्विविभाजित होता हो। 
ग) कोई भी विकर्ण दूसरे विकर्ण द्वारा समद्विविभाजित नहीं होता हो, पर दोनों समान 
अनुपात में विभाजित होते हों। 
घ) कोई भी विकर्ण दूसरे विकर्ण द्वारा समद्विविभाजित नहीं होता हो, पर दोनों एक- 
दूसरे को अलग अनुपात में विभाजित करते हों। 
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दोनों विकर्ण 
समदविविभाजित 
होते हैं। 

विकर्ण समान 
अनुपात में 
विभाजित होते हैं। 
(4:4 में नहीं) 
सिर्फ़ एक विकर्ण 
समदविविभाजित 
होता है। 

विकर्ण अलग- 
अलग अनुपात में 
विभाजित होते हैं 
और कोई भी 
विकर्ण 
समदविविभाजित 
नहीं होता है। 


वर्ग 


समदविबाह 
समल्रम्ब जिसके 
विकर्ण एक-दूसरे 
पर लम्ब हैं। 
समान विकर्णो 
वाली पतंग 


सामान्य चतुर्भुज 
जिसके विकर्ण 
बराबर और एक- 
दूसरे पर लम्ब 


हैं। 


ताल्िका- विकर्णों के गुणों पर आधारित चतुर्भुजों के प्रकार 


सामान्य समान्तर 
चतुर्भुज 


सामान्य समलम्ब 


तिरछी पतंग 


सामान्य चतुर्भुज 
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समान विकर्ण असमान विकर्ण 

लम्ब कोई लम्ब नहीं लम्ब कोई लम्ब नहीं 
दोनों विकर्ण चक्रीय (4) चक्रीय (2) चक्रीय नहीं (2)  चक्रीय नहीं (0) 
समदू्‌विविभाजित 
होते हैं। 
विकर्ण समान चक्रीय (॥) चक्रीय () चक्रीय नहीं (2) चक्रीय नहीं (0) 
अनुपात में 
विभाजित होते हैं 
(:4 में नहीं)। 
सिर्फ़ एक विकर्ण चक्रीय नहीं (() _ चक्रीय नहीं (0) चक्रीय या चक्रीय या चक्रीय 
समद्‌विविभाजित चक्रीय नहीं (() ._ नहीं (0) 
होता है। 
विकर्ण अलग- चक्रीय नहीं (0) _ चक्रीय नहीं (0) चक्रीय या चक्रीय या चक्रीय 
अलग अनुपात में चक्रीय नहीं (().._ नहीं (0) 
विभाजित होते हैं 
और कोई भी 
विकर्ण 
समदू्‌विविभाजित 
नहीं होता है। 


तालिका-2 : चतुर्भुजों की चक्रीय या चक्रीय नहीं होने की प्रवृत्ति और परावर्तीय सममिति अक्षों की 
संख्या (कोष्ठक में दर्शाई गई है) 


यह पैरामीटर तालिका- में सूचीबद्ध 6 प्रकार के चतुर्भुजों को बताने में सहायक हैं। हालाँकि 
यह स्पष्ट होना चाहिए कि यहाँ 'तिरछी पतंग” का अर्थ आम बोलचाल की भाषा में प्रयुक्त 
अर्थ से नहीं है। 

इन प्रकारों के बीच कुछ सम्बन्ध तो स्पष्ट हैं। कॉलम 2 और 3 के चतुर्भुज कॉलम 4 के 
सम्बन्धित चतुर्भुजों से (क्रमश: विकर्णों को बराबर और एक-दूसरे पर लम्ब करके) प्राप्त किए 
जाते हैं, जबकि कॉलम | के चतुर्भुजों को इन दोनों शर्तों को लागू करके प्राप्त किया जाता है। 
कॉलम के किसी भी चतुर्भुज की भुजाओं के मध्य बिन्दुओं को क्रमवार तरीक़े से जोड़ने पर 
एक वर्ग प्राप्त होता है। इसी प्रकार कॉलम 2 से एक सामान्य समचतुर्भुज, कॉलम 3 से एक 
सामान्य आयत और कॉलम 4 से एक सामान्य समान्तर चतुर्भुज प्राप्त होता है। 

तालिका-2 से प्रत्येक प्रकार के चतुर्भुज की चक्रीय होने/चक्रीय नहीं होने की प्रवृत्ति और परावर्तीय 


सममित अक्षों (१९ी९८ा०॥ 5५9॥760%9 ०१५८५) की संख्या के बारे में पता चलता है | दोनों ही मामलों 
में रोचक पैटर्न देखने को मिलता है। 


3 | अज़ीम प्रेमजी यूनिवर्सिटी एट राइट एंगल्स, जून, 202 


समान अनुपात (जिसमें :4 भी शामिल है) में विभाजित समान विकर्णो वाले चतुर्भुज अनिवार्य 
रूप से चक्रीय होते हैं क्योंकि उनके आपसी प्रतिच्छेदन से प्राप्त हुए खण्डों के गुणनफल समान 
होंगे। समान अनुपात में विभाजित असमान विकर्णों वाले चतुर्भुज और असमान अनुपात में 
विभाजित समान विकर्णों वाले चतुर्भुज अनिवार्य रूप से चक्रीय नहीं होते हैं क्योंकि खण्डों के 
गुणनफल असमान होंगे। असमान अनुपात में विभाजित असमान विकर्णों वाले चतुर्भुज दोनों 
में से किसी भी प्रकार के हो सकते हैं। 


सबसे अधिक सममिति वाला चतुर्भुज तालिका में सबसे ऊपर बाईं ओर स्थित है, जबकि सबसे 
कम सममिति वाला चतुर्भुज सबसे नीचे दाई ओर स्थित है। इन दो सीमाओं के बीच सममिति 
के गुणों में क्रमिक स्थापन (63००४०7) देखा जा सकता है। 


[49८70] - [549८] + [54702] 
[७480] - [5487] - [<८४४] 
[७4702] - [54707] - [५८००४] 


[७487] - #47 -877 - 86 
! 


[०८%] 5 #(7% -# - शा 6 


[७470% ] 5 54% - 70% - आं॥ 9 
[७८7४] + #९7 07 - व 0 


8 ६ 8 


चित्र-] : वर्ग कोष्ठक क्षेत्रफल दर्शाते हैं : [848८] ७47८ का क्षेत्रफल दर्शाता है| आदि। 


यह पद्धति इन आकृतियों के क्षेत्रफल के लिए एक उभयनिष्ठ सूत्र भी सुझाती है। कॉलम 4 
के किसी भी चतुर्भुज का क्षेत्रफल इस सूत्र 4-:-०,०५४४४७ से जात किया जा सकता है, जहाँ 
4,, 42 विकर्णों की लम्बाई और ॥ विकर्णों के बीच का कोण है। कॉलम 3 के लिए यह सूत्र 
4>724०:42, कॉलम 2 के लिए 4-:५2४४॥8 और कॉलम के लिए 4-2०“ में सरलीकृत हो 
जाता है। 


क्षेत्रफल का यह सामान्य सूत्र 4- रे 4,4५5४70 कुछ अन्य विशेष प्रकार के चतुर्भुजों के मामले 
में भी लागू होता है। 


गैर-उत्तल (४०॥-८०॥४७०0 या अन्त:प्रविष्ट चतुर्भुज (१९-९॥४०7४ १५१०॥॥३९४०) वह हैं जिनका एक 
विकर्ण (जो कि प्रतिच्छेदी न हो) आकृति के बाहर स्थित होता है। इन आकृतियों के लिए इस 
सूत्र की प्रासंगिकता चित्र-। में दर्शाई गई है। गणना से पता चलता है कि : 


[48८7] - [4486] + [04796] - [4487] - [0८४४] + [4५477] - [0८7०४] 


नर न हां॥9(478 -# - (छ - # + 47% - 07% - €४ : 07) 
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+78070(46 - 88 + 46 : 08) ८ 75070 (46 - 80) 


स्व-प्रतिच्छेदी परिमापों वाले प्रतिवर्ती चतुर्भुजों (१९॥९५० ५५१०॥|०६९/३|७), जैसे कि चित्र-2 में दर्शाए 
गए हैं, के विकर्णों (जो कि प्रतिच्छेदी न हों) को आकृति के बाहर स्थित माना जा सकता है। 
ऐसे आकृतियों के लिए क्षेत्रफल के इस सूत्र की प्रासंगिकता चित्र-3 में दर्शाई गई है। यहाँ इस 
आकृति का क्षैत्रफल दोनों त्रिभुजों के क्षेत्रफल का अन्तर है, चूँकि सर्किट 88८08 को पार करने 
में हम त्रिभुजों के चारों ओर विपरीत दिशा में जाते हैं। 


चित्र-2 : प्रतिवर्ती चतुर्भुज : विकर्ण &८ और 87 प्रतिवर्ती चतुर्भुज 8८0७8 (जिसका परिमाप स्व-प्रतिच्छेदी 
है) के बाहर स्थित हैं। 


इसलिए, चित्र-3 में 
[48८04] < [4५487] - [५८४०४] < [0५487] - [0८४7] 
क 


+700 -% - 780 "02 5780 * ७४ - ७) 


+ 78 - (47806 - ६7500) 5 78507 - (47 - €/) 
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+ 7980 - 46 #6 
जब 4८||89, तब सूत्र के अनुसार क्षेत्रफल 0 होगा। यह तार्किक है, क्योंकि चित्र-2(७) के 
अनुसार चतुर्भुज 88८०५ का क्षेत्रफल है : 
[49८04] 5 [0497] - [१८०४] 
- ([04797] + [07987]) - ([0८797] - [१४797]) 
- [0487] - [0८87] 5 0 


(2) (9) 


चित्र-4 : एक विकृत चतुर्भुज (0९8९॥९/४९ १५०१०॥॥०९०/३॥) ७8८० के दो उदाहरण; (४) में शीर्ष 8 विकर्ण 
(० पर स्थित है और (४) में शीर्ष 8 और ८ सम्पाती हैं। 


यदि एक या दोनों विकर्ण एक-दूसरे को सिर्फ़ स्पर्श करते हैं, तो आकृति एक त्रिभुज में परिवर्तित 
हो जाती है और यह सूत्र त्रिभुुज के क्षेत्रफल सम्बन्धित सूत्र में बदल जाता है, 4८ न वडां+८ 
(चित्र 4 देखें)। सूत्र 4- 740 - 975%0 भी मान्य होता है। 


निष्कर्ष में यह कहा जा सकता है कि यह पद्धति ऐसे विभिन्‍न प्रकार के चतुर्भुजों को जोड़ती 
है जिनसे बच्चों का सामना कक्षा में होता है। साथ ही यह कुछ विशिष्ट प्रकार के चतुर्भुजों की 
पहचान भी करती है। यह कुछ नई परिभाषाएँ भी सुझाती है, जैसे कि समलत्रम्ब चतुर्भुज 
(%थ्गं४०/ एक ऐसी आकृति है जिसके विकर्ण एक-दूसरे को समान अनुपात में काटते हैं। इस 
पद्धति में विकर्ण थीम में परिवर्तन के तौर पर गैर-उत्ततर और प्रतिवर्ती चतुर्भुजों पर भी चर्चा 
की गई है। सूत्र 4--२०५००७४४० को चतुर्भुजों के लिए सबसे आमतौर पर लागू होने वाले सूत्र 
के रूप में प्रस्तुत किया गया है। 
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ए रामचन्द्रन की गणित और विज्ञान-शिक्षण में काफ़ी लम्बे समय से रुचि रही है। उन्होंने 
स्नातक स्तर पर गणित और भौतिकविज्ञान की पढ़ाई की। फिर स्नातकोत्तर स्तर पर जीवविज्ञान 
की पढ़ाई की। वे दो दशकों से ऋषि वैली स्कूत्र में माध्यमिक स्तर के विद्यार्थियों को विज्ञान, 
गणित और भूगोत्र पढ़ा रहे हैं। अँग्रेज़ी भाषा और भारतीय संगीत में भी उनकी रुचि है। उनसे 
(3॥73९0॥9॥0/3॥60/5॥|५3॥€९५.०8 पर सम्पर्क किया जा सकता है। 
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